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Dans sa th6se, D. Tanr6 [5] construit pour toute fibration F~E-~B,  F,E,B 
1-connexes, un modble rationnel obtenu par perturbation de la diff6rentielle du 
module minimal de F xB.  Plus pr6cis6ment, il d6montre successivement les deux 
th6or6mes suivants. 
Th~or~me 1 [5, VIII.1.7]. Soit II (A), 0 et II (V), O' les modbles (minimaux) de Quillen 
de F et B respectivement. 
II (A) x II (V), O x O' est un modble de Fx  B et son modble (minimal) de Quillen est 
le couple (ll(A ~) V(~Z(A ® V); 5), ~, oft 
(i) Le morphisme gy : II (A @ V(~Z(A (~ V) )~ U_(A) x II (V) est ddfini par qx(a) = a, 
~u(o)=o, ~,Z(a®o)=O, pour aeA et oeV.  (Par  d6finition, Z(A®V) '= 
(A®V)"- I . )  
(ii) La diffdrentielle 5 vdrifie: 
- l'inclusion naturelle de II(A) clans IV(A 0 V@Z(A ® V)) enfait une sous-algbbre 
de Lie diffdrentielle, 
-pour  tout a~A,  o~ V, 5Z(a®o)=[o,a]-wa®o oft Wa® o est un dldment du 
noyau de ~ d~composable dans l'iddal noyau. 
Th6or6me 2 [5, VIII.4.4]. I1 existe une d~formation r de la diff~rentielle ~ ci-dessus 
telle que: 
(ll (A ), O) ~ (ll (A @ VO •(A Q V)), ~ + r) ~ (fl(V), 0') 
soit un modkle (d'alg~bres de Lie diffdrentielles gradudes) libre de la fibration 
F~E~B.  
On notera d= fi + r. On d6signera par (T) le mod61e de fibration ainsi construit. 
D. Tanr6 fait alors la remarque suivante: 
- Soit dt la partie lin6aire de d; la filtration croissante sur (A OZV~)- rA  ®_rV, 
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Xdl) d6finie par 
p 
Fp= E ®(ZV)q®,rA 
q=0 
induit une suite spectrale (not6e (.S)) de terme E2=H(F; Q)QH(B; ©) et d'abou- 
tissement H(E; ©). 
I1 suffit en effet de constater que dans la construction du module (T), ~rd t 
abaisse le degr6 de filtration (de deux unit6s). 
D. Tanr6 conjecture: 
(.) En homologie rationnelle, la suite spectrale (X) est isomorphe fi la suite spectrale 
de Serre. 
Le but de cet article est de le d6montrer. 
Pour cela, on d6finit un module rationnel qui 'calcule' l'homologie (le module de 
Sullivan 'calcule' la cohomologie, celui de Quillen l'homotopie). A l'aide de ce 
module, on construit la suite spectrale de Serre n copiant la construction classique 
partir des chaTnes singuli~res. En s'appuyant sur certaines propri6t6s de la dif- 
f6rentielle d du module (T), on montre l'existence d'un morphisme de la suite spec- 
trale de Serre vers la suite (X), r6alisant un isomorphisme d~s le terme E l 
1. Un module rationnel 'calculant' l'homologie 
Soit: 
- T la cat6gorie des espaces topologiques rationnels 1-¢onnexes qui ont le type 
d'homotopie (rationnelle) de CW-complexes de type fini; ou une sous-cat6gorie de 
cette derni~re. 
- LDG la cat6gorie des Q-algbbres de Lie diff6rentielles gradu6es (de type fini). 
- CDGco la cat6gorie des Q-algbbres diff6rentielles gradu6es cocommutatives (de 
type fini). 
-ADG c la cat6gorie des Q-alg~bres diff6rentielles gradu6es commutatives (de 
type fini). 
Supposons qu'on a_it d6fini un foncteur 
L : T~LDG 
tel que pour tout X, Ye Ob T et tout f :  X~ Y le mod61e de Quillen associ6 fi f soit 
un mod61e de L(f):L(X)-- ,L(Y),  i.e. qu'il existe un carr6 commutatif: 
[L X , [Ly 
L(f) l 
L(X) , L(Y) 
oh les fl~ches verticales ont des quasi-isomorphismes. 
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Soit ~ le foncteur de Quillen. Pour L e Ob LDG, ~(L) est la coalg6bre AXL 
munie de la diff6rentielle induite par la Bar-construction sur L [3]. 
Consid6rons la compos6e ~ o L. 
Lemma 1.1. On ddfinit ainsi une th~orie duale de celle de Sullivan oft les modules 
algdbriques permettent de calculer l'homologie des espaces rationnels. 
Preuve. Soit • le foncteur dualisation (tous les objets sont de type fini). 
• : CDGco -* ADGco. 
Montrons que pour tout espace E, T*L(E) est c-6quivalent au module de Sullivan 
de E. 
En effet soit II e le module de Quillen de E; il existe un quasi-isomorphisme 
IIE--,L(E). D'ofi en appliquant T*: 
~' *[I-E "- C(*L(E). 
Or T'l ie admet pour mod6le minimal le mod61e de Sullivan de E (not6 AE) [1]. 
D'ofi la c-6quivalence: 
A E ~ V*ll E +-" T*L(E). [] 
En particulier, soit E 'C  E tels que L(E')>-~L(E) soit un mod61e de cette inclusion. 
Alors, on d6finit TL(E, E') par TL(E)/~L(E')  et: 
Lemme 1.2. La suite exacte longue d'homologie de 
O~ TL(E')~ ~L(E)--, TL(E, E')--,O 
est naturellement isomorphe 
a 
-- ,H, + I(E, E') ~ H , (E ' )~ H , (E ) - ,  H,(E, E')-* 
Preuve. I1 suffit de tout dualiser pour retrouver la propri&6 correspondante des 
cochaines commutatives. 
Lemme 1.3. Soit p:  E--*X une fibration telle que L(p) :L(E) -*L(X)  soit surjectif 
et YCX tel que L(Y)~-~L(X). Soit L (E ) r=p- IL (y ) .  Alors le diagramme suivant 
est carMsien: 
~/L(E)y~ , ~L(E) 
V,/L(Y) > , ~L(X) 
et g~L(E) y--~ gJL(Y) est un 
17nclusion Y C X. 
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modkle (homologique) de la fibration induite par 
Preuve. D'6vidence le diagramme ci-dessus est cart6sien puisque 
L(E)y) , L(E) 
1 
L(Y )  ) , L(X)  
l'est. Par dualisation, on obtient le diagramme cocartbsien: 
~*L(E)y ~ T*L E) 
I 
~*L(Y) . ~*LIX) 
Comme ~*L(X)~ ~*L(Y) est une KS-extension [51, ~*L(Y)~--~ *L(E)r est bien 
un module de la fibration Ey ~ Y [2]. [] 
2. ModUle dans LDG d'une fibration selon D. Tanr~ 
On rappelle tr6s bri6vement la construction de D. Tanr6 du mod61e d'une fibra- 
tion par d6formation du module de la fibration triviale. 
On se replace dans les hypotheses du Th6or~me 1. Indexons les g6n6rateurs, et
donc les 616ments, de A et de V de fagon compatible avec leur degr6. Notons fnA = 
{a~A [indice a<_n} (et de m~me fnV).  On note A n (resp. V") les ~16ments de A 
(resp. V) d'indice n. 
Supposons avoir construit un quasi-isomorphisme: 
fit : (II (A) (~fn V @ Z(A @fn V), J )~  (II(A) × L( f  n V), i9 × 0") 
v6rifiant les conditions (i) et (ii) du Th6or6me 1. Soit x~ V n +1. 
On construit l'alg~bre de Lie I I(p-1). 
I I (p-  1 )= l l (Ae fnVGZ(A@f ,V)+( fp_ lA®x)@Zn+l fp_ lA  ). 
On fait l'hypoth6se de r6currence: IL(p- 1) est muni d'une diff6rentielle J v6rifiant: 
(i) L'injection canonique fait de l l (p-2)  une sous-alg6bre de Lie diff6rentielle. 
(ii) Si aefu_  l(A), Z'n+la a pour diff6rentielle: 
j~n + 1 a = [O'x, a] + ( -  1) n + I~n + l(Oa)" 
Un module rationnel de la suite spectrale de Serre 5 
En consid6rant, pour tout b eA  p, l'616ment de IL(p-1) 
u = [cO'x, b] + ( -  1)n + 1sn + 1 (cOb), 
on montre 5u = 0 et l'existence de wb e Ker ~ tel que 5w o = u. On pose: 
cO,sn+ Ib=u, (~,S(bQx)=,Sn+ l b - w b. 
On peut 'affiner' w b de fa~on h construire II(p) v6rifiant les deux hypotheses de 
r6currence. 
On prend ensuite la limite inductive des I1 (p). En quotientant 
[L(A @ fn V(~.S(A @f .  V) @.Z(A @x) @.Zn + IA (~x) 
par l'id~al engendr5 par les 616ments Z "+15= [x, a] - .Z" + l a, on montre qu'on a 
construit $(A @ f . + 1VO.Z(A ® f . + 1V), 5) v6rifiant les hypoth~se de r6currence. 
Le Th6orSme 2 se d6montre de fa~on identique n rempla~ant (it(A) x $(V), a × (9') 
par le produit 'tordu' ([L(A)x, tL(V),ax, a') et [o,a] par [o,a]-[o,a], dans la 
d6monstration pr~cSdente. 
Lemme 2.1. La diffdrentielle d se ddcompose pour tout eeA(~ V@Z(A® V) en 
de= w e + We', 
oft degrd en o de w e < degrd en o de e. 
w e' est ddcomposable dans II(A • VO~r(A 0 V)). 
Preuve. Sur A, d est la diff6rentielle du mod61e minimal. 
Par r6currence, pour a® o e A ® V, 
d.S(a® o) = [a, o] - [a, o]o - w 
off west d6composable dans II(A (~ Ve .S(A  ® V)). Sur V 
I 
do = OvV. 
Soit i l'injection canonique non diff6rentielle Vc--,A (~ VeZ(A  ® V). Par construc- 
tion, on peut d6composer: 
do=ia 'o+w,  oO weKer~, .  
Or Ker ~u est l'id6al engendr6 par [a, o ] -  [a, o]~ et .S(A ® V). [] 
3. Suite spectrale de Serre et d~monstration de la conjecture (,) 
Soit E~B une fibration dans la cat6gorie T. La suite spectrale de Serre 
d'homologie st obtenue en filtrant E par la filtration Es=p-lBs off (Bs)s est la 
filtration de B par les s-squelettes; elle est issue du couple exact 
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i, 
H,(Es)  , H,(Es) 
H,(Es, Es_l) 
qui est la suite exacte longue d'homologie associ6e h la suite exacte courte de 
complexes 
i j 
O~C(Es_~) , C(Es) , C(Es)/C(Es_~)--)O 
off C d6signe les cha~nes inguli6res. 
Soit maintenant L(E), d P, II s, O' un module (T) de la fibration E~B.  Soit # un 
©-espace vectoriel gradu6 tel que L(E)= II(g) (g repr6sente l s ind6composables de
L(E)). 
On note L(E)s=L(E)es le produit fibr6 selon le Lemme 1.3. 
Remarque essentielle. Le triangle exact ci-dessus est la suite exacte longue 
d'homologie de 
~L(E)s 
0--* TL(E)s_ l --* TL (E)s~ ,0. 
~L(E)s_ 1 
Lemme 3.1. On remarque que L(E)s=p- l l l  Bsc U_(#). 
Soit ~z la projection: 
TU_( # ), 0 = AZII ( g ), O --* Zg, Zdt. 
On note gs = {ee  # [degrd en V de e<_s}; Zgs est d'dvidence une filtration de Zg. 
Alors rt induit un morphisme des suites spectrales assocides ur ~L(E) it la filtration 
(~L(E)s) s et sur Z# it la filtration (Zgs- l )s ,  1 qui, sur les termes E I est l 'homologie 
de 
TL(E)s Z~s-1 
Sis - TL(E)s_ ~ "as --" "~'~s- 2~ ' 0 
oft 0 s est induite par O. 
Preuve. I1 suffit de montrer que la diff6rentielle induite par Zdt sur Z?#s_ l/,~,gs-2 
est bien nulle, ce qui r6sulte du Lemme 2.1. 
~L(E)s 
Lemme 3.2. , Os - '  
~L(E)s_ l 
Zgs_ 1,0 est un quasi-isomorphisme. 
"~gs- 2 
Preuve. Consid6rons la sous-coalgbbre ~11(# s_1) de VL(E)s. Or, la constuction de 
Tanr6 se fait par r6currence sur le degr6 basique. On en d6duit que la diff6rentielle 
de II (#s_l) induite par la diff6rentielle de L(E) s est interne et on a donc le mor- 
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phisme diffdrentiel a : ~lt(~ s_ 1), OSC ~U-(g)s, Os (la diff6rentielle &ant toujours 
not& 3s par abus). 
Posons Ms= gqL(g s_ 1)/TII (ds_2) muni de la diff6rentielle induite par Os (et not& 
encore Os). Filtrons TU_(#s_Z), puis Ms par la filtration longueur totale: dans 
~U_(~s_I)=AXU_(~s_I) un mot aoQal(~...Qa nest muni du degr6 de filtration 
~i=0 lail o~ lai[ =degr6 longueur du crochet dans tl_(~_l). Munissons .S~/Z'do~_ 1 
de la filtration triviale. 
Soit zt' la projection canonique 
'~11 (~s-1) =AZll(gs-1)---~V'#s-1- 
On note aussi rr' la projection induite 
y U (~s_~) 2:~_ ~ 
vu_(e~_ 1) zes_2 
Le triangle suivant commute: 
Ms - , Os 
~(  ~-  2) 
~'ff s -  2 
VL(E)s 
' TL(Es_I) 'cgs= zcs 
S 
- - , 0  
On remarque que rr' est compatible avec les filtrations, (longueur totale sur Ms, 
# /Z'~s-2). Le Lemme 3.2 d6coule alors du triviale sur 2? s-1 
Lemme 3.3. rt' rdalise un isomorphisme des suites spectrales (associ(es aux filtra- 
tions prdcddentes) 5 partir du terme E I. 
En effet, admettons le r6sultat 3.3. Alors, 7~'= rto a est un quasi-isomorphisme, 
et donc r~ est surjectif en homologie. Or par construction: 
H, (ds )  = - -  # X~_2 
-~ H,(Es, Es_ I). 
Les espaces &ant de type fini, on en d6duit que zr est un isomorphisme n 
homologie. Donc rt r6alise un isomorphisme de la suite spectrale de Serre sur celle 
de Tanr6 ~t partir du niveau E I. 
Preuve de Lemme 3.3. Examinons le terme E ° de la suite spectrale d6finie sur Ms. 
Sur le terme A.SII (d~_ 1), la diff6rentielle 0 ° se r6duit h la diff6rentielle de r6solution 
du complexe de Koszul associ6 h l'alg~bre de Lie diff6rentielle (rE(# s_ 1), II (d#,_,)), 
oCa de , ,  =dl/#s- 1: ~s- 1-'~s- 1. 
::s-I peut &re muni de la structure de coalg~bre triviale. La coalgbbre diff6ren- 
tielle AXII(g s_ l),a ° est donc ~(Xg°s_l,Xd#~_,), off ~¢ et ~ sont les foncteurs bien 
connus de Quillen [4]. 
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Consid&ons le diagramme commutatif: 
~"L~(XSs- 1, Zdg,_,) 
'~(Z~s_ 2, Zde, ~) ' TL~(Z~s_ l, Zdg~_,) ' 
B rr" # n" #" E°n ' 
, ) (zes_ 2, Zd~,_ ~) , ( z~_  ,, Zd~,_ ,) \ ~-2  ' 0 
off fl est la section canonique identifiant ~s aux 616ments de AZIl(~s) de longueur 
de r6solution 1 et de longueur crochet 1. Autrement dit l'application lin6aire fl est 
le morphisme d'adjonction de Quillen. fl est donc un quasi-isomorphisme [4], d'ofi, 
par le lemme des cinq, fl' aussi. 
De E°z~'fl'=idze~_~/Zes_~, on d~duit que E°zr ' est un quasi-isomorphisme. 
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